
Áåñåäà 2

1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ 4-D ãèðîñêîïà

Íàïîìíþ, ÷òî â ïåðâîé áåñåäå áûëà èññëåäîâàíà ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé îò âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò â ñåáå ñâîéñòâà ðîòàòîðà è
îñöèëëÿòîðà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýíåðãèÿ ñèñòåìû (4-D ãèðîñêîïà) çàïèñûâàåòñÿ êàê

L = T =
1

2
Mẋ2 +m(r2φ̇2− 2rẋφ̇ sin φ+ ẋ2) =

1

2
(M +2m)v2 +mr2ω2− 2mrvω sin φ (1)

èëè
T =

1

2
(M + 2m)v2

c + mr2ω2 − k2 sin2 φmr2ω2 (2)
èëè

T = (M + 2m)v2
c −

1

2
(M + 2m)v2 + mr2ω2 + 2mrvcω sin φ. (3)

ãäå

vc = v(t)− 2mr

M + 2m
ω sin φ(t) = v(t)−Bω sin φ(t). (4)

ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ñèñòåìû.

1.0.1 Ïîñòóïàòåëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî 4-D ãèðîñêîïà ìû èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà

d

dt
(
∂L

∂ẋ
)− ∂L

∂x
= 0 , (I)

d

dt
(
∂L

∂φ̇
)− ∂L

∂φ
= 0. (II)

Îáû÷íî ïîñëå íàïèñàííîãî ñëóøàòåëè âî âðåìÿ ìîåãî âûñòóïëåíèÿ çàäàþò âîïðîñ.

Âîïðîñ 1.

×òî æå â ýòîé ñèñòåìå íîâîãî, åñëè âû èñïîëüçóåòå äëÿ âûâîäà åå óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ïðèíÿòûé â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå ëàãðàíæåâ ôîðìàëèçì?
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Îòâåò 1.
Ëàãðàíæåâ ôîðìàëèçì - ýòî óíèâåðñàëüíûé ìåòîä âûâîäà ôèçè÷åñêèõ óðàâíåíèé

êàêîé-ëèáî òåîðèè. Âñå ôóíäàìåíòàëüíûå óðàâíåíèÿ ôèçèêè âûâîäÿòñÿ, êàê ïðàâèëî,
ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ôîðìàëèçìà. Ïðè ýòîì ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå òåîðèé ìîæåò
áûòü ðàçíûì. Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ëàãðàíæåâ ôîðìàëèçì, ìîæíî âûâåñòè êëàññè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà (óðàâíåíèÿ Ëîðåíöà) èëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
çàðÿäà â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå (óðàâíåíèÿ Äèðàêà). Ýòî áóäóò óðàâíåíèÿ ñ
ðàçëè÷íûì ôèçè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì.

Ïîäñòàâëÿÿ ëàãðàíæèàí (1) â óðàâíåíèå (I), ïîëó÷èì ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû

P = Pc =
∂L

∂ẋ
= (M + 2m)ẋ− 2mrφ̇ sin φ, (5)

ñîâïàäàþùèé ñ èìïóëüñîì öåíòðà ìàññ. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèâ ðàâåíñòâî (4) íà
ïîëíóþ ìàññó ñèñòåìû (M + 2m), ïîëó÷èì íàïèñàííîå âûøå.

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà öåíòðà ìàññ, èìååì

(M + 2m)v̇c =
d

dt
(
∂L

∂ẋ
) = (M + 2m)ẍ− 2mrω̇ sin φ− 2mrω2 cos φ,

∂L

∂x
= 0,

ïîýòîìó ïîñòóïàòåëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (I) èìååò âèä

(M + 2m)v̇c = (M + 2m)v̇ − 2mrω̇ sin φ− 2mrω2 cos φ = 0. (6)
Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî èìïóëüñ öåíòðà ìàññ ñâîáîäíîãî 4-D ãèðîñêîïà ïîñòî-
ÿíåí.

Âíèìàíèå!

Ìû çäåñü îïÿòü ñòîëêíóëèñü ñ íåîáû÷íîé ôèçè÷åñêîé ñèòóàöèåé. Ñìîòðèòå, åñëè
ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ïîñòîÿííà, òî ñ íèì ìîæíî ñâÿçàòü èíåðöèàëüíóþ (â ñìûñëå
ìåõàíèêè Íüþòîíà) ñèñòåìó îòñ÷åòà.

Îäíàêî, óðàâíåíèå (6) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì
ìàññ ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà, íà öåíòð ìàññ äåéñòâóþò òðè ñèëû èíåðöèè :

1) â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x äåéñòâóåò ïîñòóïàòåëüíàÿ ñèëà èíåðöèè

F = (M + 2m)ẍ ;

è äâå ñèëû èíåðöèè äåéñòâóþò â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè ýòî:
2) ïðîåêöèÿ íà îñü x öåíòðîáåæíîé ñèëû èíåðöèè

G = −2mrω2cosφ ;

3) ïðîåêöèÿ íà îñü x ñèëû èíåðöèè, âûçâàííîé óñêîðåíèåì âðàùåíèÿ

R = −2mrω̇sinφ .
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Äà, ñóììà âñå ñèë, äåéñòâóþùèõ íà öåíòð ìàññ, ðàâíà íóëþ
S = F + G + R = 0,

íî îíè äåéñòâóþò! Ïî îïðåäåëåíèþ, ñèñòåìà îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ óñêîðåííîé, åñëè â íåé
äåéñòâóþò ñèëû èíåðöèè, ïóñòü äàæå ñêîìïåíñèðîâàííûå.

Âûâîä 1.

Â ïðèðîäå ñóùåñòâóþò óñêîðåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà, êîòîðûå äâèæóòñÿ îòíîñè-
òåëüíî äðóã äðóãà ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî èëè ïîêîÿòñÿ.

Ó íàñ, âïåðâûå â ôèçèêå, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòü èç òåîðèè "òàêóþ
íåðåàëüíóþ âåùü"(ïî âûðàæåíèþ À.Ýéíøòåéíà), êàê èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà
â íüþòîíîâñêîì ïîíèìàíèè. Ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî áîëüøèíñòâî ïðîáëåì ñîâðåìåí-
íîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà
â áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ òåîðèé.

Â ñâîåé êíèãå "Òåîðèÿ ôèçè÷åñêîãî âàêóóìà. Òåîðèÿ, ýêñïåðèìåíòû è òåõíîëî-
ãèè", Ìîñêâà, Íàóêà, 1997 ã. ÿ íàçâàë ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ öåíòðîì ìàññ 4-D
ãèðîñêîïà óñêîðåííîé ëîêàëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé îòñ÷åòà âòîðîãî ðîäà.

Âîïðîñ 2. Ïî÷åìó âòîðîãî ðîäà?

Îòâåò 2.

Óñêîðåííàÿ ëîêàëüíî èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà ïåðâîãî ðîäà áûëà ââåäåíà
À.Ýéíøòåéíîì â åãî òåîðèè ãðàâèòàöèè. Ýòà ñèñòåìà îòñ÷åòà ñâÿçàíà ñ öåíòðîì ìàññ
ëèôòà, ñâîáîäíî ïàäàþùåãî â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Â ñëó÷àå ñâîáîäíî ïàäàþùåãî
ëèôòà íà åãî öåíòð ìàññ äåéñòâóþò äâå ñêîìïåíñèðîâàííûå ñèëû:

1) ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà ïðèòÿæåíèÿ Çåìëåé

Fg = Mg,

ãäå M - ìàññà ëèôòà, g - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ (ñ÷èòàåì, ÷òî ëèôò ïàäàåò
âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè) è

2) ñèëà èíåðöèè

Finer = −Mg,

ïîðîæäåííàÿ óñêîðåííûì äâèæåíèåì ëèôòà.
Ñóììà ýòèõ ñèë òàêæå ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó ëîêàëüíî îíè êîìïåíñèðóþò äðóã

äðóãà. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ñóòü ÿâëåíèÿ íåâåñîìîñòè âíóòðè ñâîáîäíî ïàäàþùåãî
ëèôòà èëè êàáèíå êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ.

1.0.2 Âðàùàòåëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

Ïîäñòàâëÿÿ ëàãðàíæèàí (1) â óðàâíåíèå (II), ïîëó÷èì óãëîâîé èìïóëüñ

Lω =
∂L

∂φ̇
= 2mr2φ̇− 2mrẋ sin φ

3



è ìîìåíòû ñèë èíåðöèè

d

dt
(
∂L

∂φ̇
) = 2mr2φ̈− 2mrẍ sin φ− 2mrẋφ̇ cos φ,

∂L

∂φ
= −2mrẋφ̇ cos φ,

äåéñòâóþùèõ â ñèñòåìå.
Ïîñëå íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé âðàùàòåëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàïèøåò-

ñÿ â âèäå
2mr2φ̈− 2mrẍ sin φ = 0 (7)

èëè
ω̇ − 1

r
ẍ sin φ = 0. (8)

Èç ïîñòóïàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ (6) íàõîäèì

ẍ = B(ω̇ sin φ + ω2 cos φ), B = rk2. (9)
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå (8), ïîëó÷èì

ω̇ − k2 sin φ cos φ

1− k2 sin2 φ
ω2 = 0 , 1− k2 sin2 φ 6= 0. (10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óðàâíåíèÿ (8) íàõîäèì

ω̇ =
1

r
ẍ sin φ.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèå (9), èìååì

ẍ =
Bω2 cos φ

1− k2 sin2 φ
. (11)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (8) è (9) 4-D ñâîáîäíîãî ãèðîñêîïà â âèäå

rω̇ − ẍ sin φ = 0, (12)

ẍ−B
d

dt
(ω sin φ) = 0. (13)

Óìíîæèì ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé íà 2mrω, âòîðîå íà (M + 2m)ẋ è ñëîæèì. Â
ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïðèõîäèì ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñâî-
áîäíîãî ãèðîñêîïà

d

dt
T =

d

dt

(
1

2
(M + 2m)v2 + mr2ω2 − 2mrvω sin φ

)
= 0 . (14)
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2 Òîðñèîííûå ñèëû

Âíèìàíèå!

Ìû îáíàðóæèâàåì íåîáû÷íóþ äëÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ñèòóàöèþ - â ñëó÷àå
íàøåé ñèñòåìû ýíåðãèÿ öåíòðà ìàññ ñâîáîäíîãî 4-D ãèðîñêîïà íå îáÿçàíà
âñåãäà ñîõðàíÿòüñÿ. Âñåãäà ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, ÷àñòüþ êîòîðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ýíåðãèÿ öåíòðà ìàññ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå (14) ïîëíóþ ýíåðãèþ â âèäå (2). Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì

d

dt

(
1

2
(M + 2m)v2

c

)
= − d

dt

(
mr2ω2(1− k2 sin2 φ)

)
. (15)

Ðàññóæäàÿ òåîðåòè÷åñêè, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî èçìåíåíèå ýíåðãèè öåíòðà
ìàññ ñâîáîäíîãî 4-D ìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè:

1. Âíóòðè ãèðîñêîïà äåéñòâóþò ñèëû, íå ìåíÿþùèå ïîëíóþ ýíåðãèþ ãèðîñêîïà.

2. Ýòè ñèëû ìåíÿþò ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ.

Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ
òàêèõ ñèë, çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (12) è (13) â âèäå

rω̇ − ẍ sin φ = −Φẋ, (16)

ẍc = ẍ−B
d

dt
(ω sin φ) = BΦω, (17)

ãäå óñêîðåíèå BΦω ïîðîæäåíî âíóòðåííåé ñèëîé

Fint = (M + 2m)BΦω, (18)
ìåíÿþùåé ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ.

Îïÿòü óìíîæèì óðàâíåíèå (16) íà 2mrω, à óðàâíåíèå (17) íà (M + 2m)ẋ è ñëî-
æèì. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïðèõîäèì ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè
ñâîáîäíîãî ãèðîñêîïà (14), ïðè ýòîì ýíåðãèÿ öåíòðà ìàññ ìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
óðàâíåíèåì (15).

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ:

Ñèëó (18) ìû áóäåì íàçûâàòü òîðñèîííîé ñèëîé. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî òîð-
ñèîííûå ñèëû ïîðîæäàþòñÿ òîðñèîííûìè ïîëÿìè. Â ìåõàíèêå òîðñèîííûå ñèëû èí-
òåðïðåòèðóþòñÿ ñèëû èíåðöèè. Ñî âðåìåí Íüþòîíà ýòè ñèëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
çàãàäêó äëÿ ìíîãèõ ïîêîëåíèé ôèçèêîâ. Íî åùå áîëå âïå÷àòëÿåò ñâÿçü òîðñèîííûõ
ïîëåé ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Âûâîä 1.
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Â ïðèðîäå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïîëÿ è ñèëû, êîòîðûå íå ìåíÿþò ýíåðãèþ
ñèñòåìû, íî ìåíÿþò õàðàêòåð äâèæåíèÿ åå ÷àñòåé.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî òåîðåòè÷åñêîãî âûâî-
äà áóäóò äàíû â Áåñåäå 3.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîé Áåñåäû ÿ íå ìîãó íå óêàçàòü íà íåêîòîðóþ àíàëîãè÷íóþ ñèòó-
àöèþ èç îáùåïðèíÿòîé ôèçèêè.

Ïðåäñòàâüòå ñåáå ôèãóðèñòà íà êàòêå, êîòîðûé âðàùàåòñÿ, ðàññòàâèâ øèðîêî ðó-
êè. Êîãäà ôèãóðèñò íà÷èíàåò ïðèæèìàòü ðóêè ê òîðñó, åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü óâå-
ëè÷èâàåòñÿ ïðè ñîõðàíåíèè ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû (õîðîøî èçâåñòíûé ïåðåìåííûé
ìîìåíò èíåðöèè). Çà óâåëè÷åíèå åãî óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ îòâå÷àþò ìîìåíòû
ñèë èíåðöèè, êîòîðûå äåéñòâóþò íå ìåíÿÿ ýíåðãèè ñèñòåìû, íî ìåíÿþò òðàåêòîðèþ
îòäåëüíûõ åå ÷àñòåé (íàïðèìåð, êèñòåé ôèãóðèñòà). Íî ýòî âñåãî ëèøü àíàëîãèÿ. Â
íàøåì ñëó÷àå âñå ãîðàçäî ñëîæíåå.
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